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the author considers an accurate expression for the cluster 
expansion of the configuration integral of the system of interacting 
particles . investigations of this expression indicate the beginning 
of the gas-liquid transition at the singularity points of isothermal 
compressibility . it has also been shown that the adequacy boundary 
of the virial equation of state corresponds to these points – not the 
virial range singularities . at the high density region the inappropriate 
behavior of the cluster expansion has been discovered that may 
be related to the infinite limits of the cluster integrals, i.e. their 
independency on density . 
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Рассматривается точное выражение для группового разложения 
конфигурационного интеграла системы взаимодействующих частиц. 
Исследования этого выражения указывают на начало фазового пере-
хода газ-жидкость в точках сингулярности изотермической сжимае-
мости. Показано, также, что именно эти точки, а не точки сингуляр-
ности самого вириального ряда, являются границей применимости 
вириального уравнения состояния. В области большой плотности, 
соответствующей жидкому и твердому состояниям, обнаружена не-
адекватность группового разложения, связанная с интегрированием 
в бесконечных пределах, т.е. с независимостью неприводимых интег-
ралов от плотности.
Ключевые слова: конфигурационный интеграл, групповое раз-
ложение, вириальное уравнение состояния, неприводимый интеграл, 
вириальный коэффициент.
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В современной физике до сих пор не существует стро-гой статистической теории фазовых переходов перво-
го рода [1]. Известно, что практически любой потенциал 
парного взаимодействия, учитывающий и притяжение, и 
отталкивание молекул, должен при определенных усло- 
виях приводить к фазовым превращениям [2]. Это же 
подтверждают и различные численные эксперименты 
на базе методов Монте-Карло [3–7] и молекулярной ди-
намики [6–11], но даже эмпирические [7, 8] (или полу-
эмпирические [12, 13]) уравнения состояния имеют в 
этой области термодинамически запрещенные участки 
с отрицательной сжимаемостью (так называемая, петля 
Ван-дер-Ваальса). Эти невозможные ни на практике, ни с 
точки зрения равновесной статистики, состояния искус-
ственно заменяют участком постоянного давления, руко-
водствуясь термодинамическими соображениями о равно-
весном сосуществовании двух фаз (например, правилом 
Максвелла [14]).
Один из основных современных статистических 
инструментов описания систем в плотных состояниях 
– уравнение Орнштейна-Цернике (ОЦ) [15] – имеет свое 
теоретическое обоснование в рамках иерархии уравнений 
Боголюбова–Борна–Грина–Кирквуда–Ивона (ББГКИ) [16], 
и, по сути, является эквивалентным классическому одно-
фазному подходу Гиббса. К сожалению, ОЦ уравнение до 
сих пор остается незамкнутым, а все использующиеся на 
практике замыкания, являются аппроксимациями, адекват-
ность которых оценивается эмпирически. Кроме того, су-
ществуют области состояний, где у ОЦ уравнения отсутс-
твует единственное решение [17, 18].
Другой распространенный подход – вириальное урав-
нения состояния (ВУС) – выводится в приближении малой 
плотности числа частиц как на базе ББГКИ уравнений [19], 
так и на основе группового разложении конфигурационно-
го интеграла канонического или большого канонического 
ансамбля Гиббса [1, 16, 20]. Как и любой бесконечный ряд, 
вириальное разложение для давления может расходиться, и 
это относят к основным недостаткам ВУС наряду со слож-
ностью вычисления вириальных коэффициентов старших 
порядков. 
Нам до сих пор не известны точные границы адекват-
ности ВУС и ОЦ уравнения. Некоторые исследователи 
предполагают прямую связь между участками фазовых 
переходов и точками сингулярности вириального ряда 
[21, 22] или областью расходимости ОЦ уравнения [17, 
18], но эти предположения остаются недоказанными. 
К настоящему времени в физике успело сложиться ус-
тойчивое мнение о том, что классический (однофазный) 
статистический подход Гиббса применим только вне облас-
ти фазовых переходов и, в принципе, не может описывать 
состояние системы внутри этой области. Однако винить 
в сложившейся ситуации следует, конечно же, недоста-
точность наших знаний и несовершенство используемого 
математического аппарата. 
Действительно, в случае ОЦ уравнения мы еще просто 
не знаем его точного замыкания – нам неизвестен точный 
вид соответствующего бридж-функционала [18] (им заме-
няют учет бесконечного числа неприводимых схем непря-
мых корреляций). 
В случае ВУС не следует забывать, что вириальное раз-
ложение не является точным выражением конфигурацион-
ного интеграла – это всего лишь его аппроксимация в тер-
модинамическом пределе (N → ∞) при малых плотностях 
ρ = N/V .
Существует возможность получить точное выражение 
группового разложения конфигурационного интеграла 
QN системы N частиц (вывод представлен в работе [23]) 
через, так называемые, неприводимые групповые интегра-
лы bk, то есть, по сути, через вириальные коэффициенты 
Bk+1 = – kbk /(k +1)
        QN = VN N!F(N),  (1)
где F(N) представляет собой коэффициент при yN в разложе-
нии по степеням y следующей функции

Physics, mathematics and chemistry
(2)
Такой способ выражения конфигурационного интег-
рала является более сложным по сравнению с вириальной 
аппроксимацией, но зато он не имеет ограничений, харак-
терных для ВУС, за исключением двух упрощений, лежа-
щих в основе самого группового разложения, а именно:
– парная аддитивность потенциала взаимодействия 
(существуют способы учесть неаддитивность, оставаясь в 
рамках группового разложения [24]);
– независимость неприводимых интегралов от плот-
ности (упрощение, связанное с интегрированием всех не-
приводимых графов в бесконечных пределах).
Анализ выражения (1) с учетом функции (2) в термоди-
намическом пределе позволил прийти к нескольким важ-
ным выводам: 
Во-первых, ни логарифм конфигурационного интегра-
ла, ни давление не расходятся в точках сингулярности ви-
риального ряда, а, значит, и проблема расходимости вири-
ального разложения может считаться сегодня не имеющей 
физического смысла. 
Во-вторых, было доказано [23], что при учете любого 
конечного числа неприводимых интегралов (или вири-
альных коэффициентов) в области температур ниже кри-
тической изотермы уравнения (1) полностью совпадают с 
изотермами вириального уравнения только до точки сингу-
лярности изотермической сжимаемости (Σkbkρk = 1) и при-
нципиально отличаются при больших плотностях – давле-
ние, соответствующее уравнению (1) перестает зависеть 
от плотности. 
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Эти же выводы подтверждаются численными исследо-
ваниями. На рис.1 представлены результаты расчетов с по-
мощью ВУС и уравнения (1) (N = 8000) давления P* = Ps3/ε 
при различных температурах T* = kT/ε для потенциала 
Леннард-Джонса (12-6) (ε и s – параметры этого потенциа-
ла) с учетом различного числа вириальных коэффициентов 
(значения B6, B7 и B8 интерполировались на основании ре-
зультатов работ [25, 26]).
Постоянство давления указывает на то, что точка син-
гулярности изотермической сжимаемости должна считать-
ся точкой сухого насыщенного пара, то есть принадлежать 
бинодали, а не спинодали, как считалось ранее, тем более 
что вириальное уравнение и не должно описывать мета-
стабильные состояния, принципиально невозможные в 
рамках статистики Гиббса. 
На рис. 2 показаны соответствующие кривые конден-
сации для различного числа вириальных коэффициентов, 
а также экспериментальные бинодаль и спинодаль. Эти 
кривые лежат ближе к спинодали, но с ростом числа учи-
тываемых коэффициентов они заметно приближаются к 
бинодали. К сожалению, ограниченность числа извест-
ных вириальных коэффициентов высших порядков, как и 
значительная погрешность их значений (особенно для B7 
и B8), пока не позволяют уверенно экстраполировать поло-
жение кривой конденсации, при k → ∞ .
Точное выражение (1) для группового разложения 
конфигурационного интеграла может описывать начало 
процесса конденсации, не противоречащее законам тер-
модинамики, но в области очень большой плотности его 
поведение не соответствует действительности – отсутст-
вуют признаки жидкого и твердого состояний.
Главная причина такой неадекватности может быть 
заложена в самой сути группового разложения – это ин-
тегрирование всех неприводимых схем в бесконечных пре-
Рис. 1. Изотермы (1) (сплошная линия) и ВУС 
(пунктир) для трех температур при учете четырех 
вириальных коэффициентов (верхние кривые в 
каждой из трех групп) и восьми коэффициентов 
(нижние кривые) для потенциала Леннард-Джонса. 
Точками отмечено положение сингулярностей 
изотермической сжимаемости
Рис. 2. Кривые конденсации с учетом различного 
числа вириальных коэффициентов (номера 
приводятся на рисунке). Символы (+) показывают 
соответствующие критические точки, символами (◊) 
обозначены точки бинодали [5], пунктирная кривая 
соответствует спинодали [8], в заштрихованной 
прямоугольной области лежат критические 
параметры, полученные в разных работах [3–9]
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Ɍɨɱɧɨɟ ɜɵɪɚɠɟɧɢɟ (1) ɞɥɹ ɝɪɭɩɩɨɜɨɝɨ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ ɤɨɧɮɢɝɭɪɚɰɢɨɧɧɨɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɚ
ɦɨɠɟɬ ɨɩɢɫɵɜɚɬɶ ɧɚɱɚɥɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɤɨɧɞɟɧɫɚɰɢɢ, ɧɟ ɩɪɨɬɢɜɨɪɟɱɚɳɟɟ ɡɚɤɨɧɚɦ ɬɟɪɦɨɞɢɧɚɦɢɤɢ,
ɧɨ ɜ ɨɛɥɚɫɬɢ ɨɱɟɧɶ ɛɨɥɶɲɨɣ ɩɥɨɬɧɨɫɬɢ ɟɝɨ ɩɨɜɟɞɟɧɢɟ ɧɟ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ – 
ɨɬɫɭɬɫɬɜɭɸɬ ɩɪɢɡɧɚɤɢ ɠɢɞɤɨɝɨ ɢ ɬɜɟɪɞɨɝɨ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ.
Ƚɥɚɜɧɚɹ ɩɪɢɱɢɧɚ ɬɚɤɨɣ ɧɟɚɞɟɤɜɚɬɧɨɫɬɢ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɡɚɥɨɠɟɧɚ ɜ ɫɚɦɨɣ ɫɭɬɢ ɝɪɭɩɩɨɜɨɝɨ
ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ – ɷɬɨ ɢɧɬɟɝɪɢɪɨɜɚɧɢɟ ɜɫɟɯ ɧɟɩɪɢɜɨɞɢɦɵɯ ɫɯɟɦ ɜ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɯ ɩɪɟɞɟɥɚɯ. ɉɪɢ
ɧɢɡɤɢɯ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚɯ ɜɫɟ ɢɡɜɟɫɬɧɵɟ ɧɚ ɫɟɝɨɞɧɹ ɧɟɩɪɢɜɨɞɢɦɵɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɵ ɫɬɚɪɲɢɯ ɩɨɪɹɞɤɨɜ
ɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɵ, ɬ.ɟ. ɭɱɢɬɵɜɚɸɬ ɫɤɨɪɟɟ ɩɪɢɬɹɠɟɧɢɟ, ɚ ɧɟ ɨɬɬɚɥɤɢɜɚɧɢɟ (ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨ ɨɬ
ɩɥɨɬɧɨɫɬɢ!). ɉɨɷɬɨɦɭ, ɧɟɭɞɢɜɢɬɟɥɶɧɨ, ɱɬɨ ɭɱɟɬ ɫɢɥ ɩɪɢɬɹɠɟɧɢɹ ɞɚɟɬ ɧɚɱɚɥɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ
ɤɨɧɞɟɧɫɚɰɢɢ, ɧɨ ɨɬɫɭɬɫɬɜɢɟ ɫɢɥ ɨɬɬɚɥɤɢɜɚɧɢɹ ɜ ɩɪɢɧɰɢɩɟ ɧɟ ɦɨɠɟɬ ɨɫɬɚɧɨɜɢɬɶ ɷɬɨɬ ɩɪɨɰɟɫɫ.
ɂɧɬɟɝɪɢɪɨɜɚɧɢɟ ɜ ɪɟɚɥɶɧɵɯ ɩɪɟɞɟɥɚɯ ɩɪɢ ɭɦɟɧɶɲɟɧɢɢ ɨɛɴɟɦɚ ɞɨɥɠɧɨ ɩɨɫɬɟɩɟɧɧɨ
ɭɦɟɧɶɲɚɬɶ ɝɪɭɩɩɨɜɵɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɵ ɢ ɞɚɠɟ ɦɟɧɹɬɶ ɢɯ ɡɧɚɤ.
ɋ ɞɪɭɝɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ, ɜɵɜɨɞɵ, ɫɞɟɥɚɧɧɵɟ ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɬɨɥɶɤɨ ɩɟɪɜɵɯ ɫɟɦɢ ɧɟɩɪɢɜɨɞɢɦɵɯ
ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɜ, ɦɨɝɭɬ ɨɤɚɡɚɬɶɫɹ ɩɪɟɠɞɟɜɪɟɦɟɧɧɵɦɢ. ȼɨɡɦɨɠɧɨ, ɱɬɨ ɭɱɟɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɜ ɜɵɫɲɢɯ
Ɋɢɫ.2. Ʉɪɢɜɵɟ ɤɨɧɞɟɧɫɚɰɢɢ ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɪɚɡɥɢɱɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ ɜɢɪɢɚɥɶɧɵɯ
ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɜ (ɧɨɦɟɪɚ ɩɪɢɜɨɞɹɬɫɹ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ). ɋɢɦɜɨɥɵ () ɩɨɤɚɡɵɜɚɸɬ
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɟ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɟ ɬɨɱɤɢ, ɫɢɦɜɨɥɚɦɢ (¸) ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɵ ɬɨɱɤɢ
ɛɢɧɨɞɚɥɢ [5], ɩɭɧɤɬɢɪɧɚɹ ɤɪɢɜɚɹ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ ɫɩɢɧɨɞɚɥɢ [8], ɜ
ɡɚɲɬɪɢɯɨɜɚɧɧɨɣ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ ɥɟɠɚɬ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɟ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ,
ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɜ ɪɚɡɧɵɯ ɪɚɛɨɬɚɯ [3-9] 
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делах. При низких температурах все известные на сегодня 
неприводимые интегралы старших порядков положитель-
ны, т.е. учитывают скорее притяжение, а не отталкивание 
(независимо от плотности!). Поэтому, неудивительно, что 
учет сил притяжения дает начало процесса конденсации, 
но отсутствие сил отталкивания в принципе не может оста-
новить этот процесс. Интегрирование в реальных пределах 
при уменьшении объема должно постепенно уменьшать 
групповые интегралы и даже менять их знак. 
С другой стороны, выводы, сделанные с учетом только 
первых семи неприводимых интегралов, могут оказаться 
преждевременными. Возможно, что учет интегралов вы-
сших порядков изменит ситуацию. В любом случае, эти 
вопросы требуют дальнейших серьезных исследований.
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